Matrixwertige Reihen: Wir versehen den Raum der komplexen m xn-Matrizen mit der Norm ||(a; ;)i || :=

\/ 2k lake|?. (Vergleiche Abschnitt 10.2.) Re. __\V &,Q. \QL:/QI - N All
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Proposition: Fiir jede komplexe ¢ xm-Matrix A und jede komplexe m xn-Matrix B giltKHABH < JA|l-|B]|-
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Proposition: Fiir alle komplexen n x n-Matrizen A und B gilt:

(a) Fiir jedes k > 1 gilt M

(b) Die folgende matrixwertige Reihe ist absolut konvergent:

exp(A4) : i%zln—i-A—i-A?z—i-%g—k....
(c) Ist B invertierbar, so gilt exp(B~'AB) = B! - exp(A) - B.
(d) Gilt AB = BA, so ist exp(A + B) = exp(A) - exp(B).
(e) Die Matrix exp(A) ist invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A). . ™ L
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(o) ex( A eq(-A)]E exp(A-A) = 0p(O)<T, + O x O¢. = L. A

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten: Eine vektorwertige Differential-

gleichung] & = Avfmit A € Mat,y,(C) und Anfangswert v(0) = vy beﬁitzt die eindeutige Losung
)

v(z) = exp(Az)uvy fiir alle x € R. 2 B0 CM« o n
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Eine skalarwertige Differentialgleichung % = an_lfl;n;_:‘{ +...+ alj—z + agy der Ordnung n mit konstanten
Koefhizienten a; € C tibersetzt man in die vektorwertige Differentialgleichung ‘;—’;’ = Av der Ordnung 1 mit

—_—




w u ~ 16 12
%ff V=g -y ey A= (% O o)
o 7 O
3 L =
=37+ 16T_12 = (K-2] (K~?j =l @ N D0 e e A

= DNLF — A Q ) (%)»gﬂj) ; R= ugu‘{ / MGG(_JC}&)
ol o 2

\ o
Pl = (=) -

%ﬂ/?k) © © 3
- V2 %

o0 (% o] x S Y TS
7 O aplu/ (\L—M

o= eq(Ax)v, = o (Uaui") v = uM

= R~ bicenlo— b Al €,

= y > - - -



Hier ist AT die Begleitmatrix des Polynoms f(X) = X" —a,_ 1 X" ! — ... — ag, hat also dieses Polynom

als Minimal- und charakteristisches Polynom; daher hat A genau einen Jordanblock zu jedem irreduziblen
Faktor von f. Ist also f(X) = [[j_,(X — A;)™ mit paarweise verschiedenen \; € C, so hat A die Jordan-
normalform U AU = J = diag(.J1, - .., J,) mit je einem Jordanblock J; der Grésse n; zum Eigenwert \;.

Somit ist v(z) = U - diag(exp(J1x), . .., exp(Jyz)) - U 'vg. Mit der Notation von oben gilt weiter
-

n;—1

exp(J;z) = exp(\ja - I, +aN,,) = exp(\jz-I,,) exp(zN,,) = e¥*- Z ‘%f -N! .
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Daher ist r onj—1
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mit geeigneten Koeffizienten c;, € C. Umgekehrt ist jede so definierte Funktion eine Losung der Differen-
tialgleichung. O
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10 FEuklidische Vektorraume

10.1 Normierte Korper

Sei K ein Korper.

Definition: Eine Norm auf K ist eine Abbildung

| |: K =R, x|z

mit den folgenden Eigenschaften fiir alle x,y € K:

() 2] =0 & =0
(%) -yl = || - ly]
(c] [z +yl < ]+ yl

Ein Korper zusammen mit einer Norm heisst ein normierter Korper (K,| |).

(Separiertheit)
(Multiplikativitét)
(Dreiecksungleichung)




Beispiel: Die Standard-Norm auf R ist der Absolutbetrag \'/

=0 x falls z >0, |
R—R”™ 22— ¢—
—x falls z < 0.

Beispiel: Die Standard-Norm auf C ist der Absolutbetrag

C— R, 2z |2 = V22

Wenn nichts anderes gesagt wird, meinen wir mit | | die Standard-Norm auf R oder C.

Beispiel: Die triviale Norm auf einem beliebigen Koérper K ist die Abbildung

0 falls x =0,

K-SR o+ |z =
iads {1 falls  # 0.




Lemma: Fiir alle reelle Zahlen o, 8 > 0 und p > 1 gilt o 4+ 87 < (a + 5)P.

Proposition: Fiir jede Norm | | auf K und jede reelle Zahl 0 < ¢ < 1 ist auch die Abbildung z — |z|°

eine Norm auf K. o IHC . [x(\bcp
() W7 20 1 [ =0 &3 €22 pis (S 2 lu)spf
(&) hey)® (1«1 W) = \x(< - (o pi= L _ .
| < _ Pl & (e
/AP AN ot f Lty S Ll )y | o<+{$ t(q)/

v

c
C X+
Bemerkung: Weitere interessante Normen, insbesondere auf dem Korper Q, Werden in Algebra I behan-
delt. )




10.2 Normierte Vektorraume
-

Sei (K| |) ein normierter Kérper, und sei V' ein K-Vektorraum.
AL e e e bR

Definition: Eine Norm auf V ist eine Abbildung

I V=R, v ]

mit den folgenden Eigenschaften fiir alle v,v" € V und x € K:

v =0 < v=0 (Separiertheit)
|z -vl| = |z| || (Multiplikativitat)
lv+| < |lv||+ |||  (Dreiecksungleichung)

Ein Vektorraum zusammen mit einer Norm heisst ein normierter Vektorraum (V.|| ||).

Variante: Eine Abbildung, die alle obigen Eigenschaften ausser moglicherweise die Separiertheit erfiillt,

heisst eine Seminorm auf V. p j}
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